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Die Aufheizung eines torusformig begrenzten Plasmas
in einem langsam oszillierenden Magnetfeld

Von H. U. ScamipT

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 14 a, 975—989 [1959] ; eingegangen am 25. August 1959)

The heating of a plasma confined in a torus in a slowly oscillating magnetic field is investigated
by means of a linearized Borrzmanx-equation for the velocity distribution of the plasma-particles.
The periodic solution gives the rates of heating by Gyro-Relaxation, production of sound and ac-
celeration of particles. These rates are somewhat different from the rates in an infinite cylinder of
plasma. The comparison of the different mechanisms with each other and with the ohmic heating
shows Gyro-Relaxation to be an especially suitable mechanism for achieving extreme temperatures.

In einem oszillierenden Magnetfeld nimmt ein
Plasma auch dann Energie auf, wenn die Oszilla-
tionsfrequenz klein gegen die Gyrationsfrequenz der
Teilchen ist. Diese Energieaufnahme ist als Gyro-
Relaxations-Effekt bekannt!:2; sie beruht darauf,
daf} die gaskinetischen Stofle die mit dem Feld oszil-
lierende Energie der Gyration um die Feldlinien
stindig mit der Energie der entkoppelten Bewegung
in Feldrichtung auszugleichen trachten. Dieser Pro-
zel} erscheint besonders geeignet zur Aufheizung
eines Plasmas, da er einerseits wesentlich niedrigere
und damit technisch bequemere Frequenzen als eine
Gyrations-Resonanz-Heizung # 3 erfordert und ande-
rerseits das kinetische Gleichgewicht des Plasmas
nicht so radikal stort, wie das bei einigen anderen
Methoden erforderlich ist. So ist z. B. die Heizung
durch Jouresche Wéarme wegen der hohen Leitfahig-
keit des Plasmas mit hohen Stromdichten verbunden,
die nicht nur unwirtschaftlich sind, sondern auch
Instabilititen hervorrufen 4.

Fir ein Plasma in einem vollig homogenen oszil-
lierenden Magnetfeld ergibt sich eine optimale Ener-
gieaufnahme, wenn die Frequenz der Oszillation
mindestens gleich der Stoffrequenz der Teilchen
ist1. Betrachtet man aber ein Modell, bei dem das
Magnetfeld nur innerhalb eines gewissen Teilvolu-
mens oszilliert, wiahrend das Plasma weiterhin ein
unendliches Volumen einnimmt, so erhdlt man in
der Energieaufnahme zusétzlich eine ausgeprigte
Resonanz, wenn die Oszillationsfrequenz gleich der
mittleren Frequenz ist, mit der thermische Teilchen
oder auch Schallwellen das Oszillationsvolumen
durchlaufen 2. Es ist eine offene Frage, welche Ener-
gie einem Plasma zugefithrt werden kann. wenn es

A. ScuLiTER, Z. Naturforschg. 12 a, 822 [1957].
J. M. Bercer et al., Phys. Fluids 1, 301 [1958].
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von einem Magnetfeld auf ein endliches Volumen
begrenzt wird und dieses Magnetfeld in einem ge-
wissen Teilvolumen mit geringer Frequenz moduliert
ist. Dieses Problem soll im folgenden mit Hilfe der
Borrzmann-Gleichung behandelt werden.

1. Voraussetzungen und Definitionen

Wir betrachten ein Plasma, das in einem toroida-
len Magnetfeld ein torusformig geschlossenes Volu-
men mit dem groBlen Durchmesser 2 R und einem
kleinen Durchmesser 2 r;, der noch vom Azimut ab-
hingen kann, erfilllen moge. Wir beschrinken uns
auf den einfachsten Fall:

Zunachst vernachlassigen wir die Toruskrimmung
und setzen damit

ro <R (1)

voraus. Wir konnen daher Zylinder-Koordinaten r,
@, z einfilhren, wobei die Koordinate z mit der
Periodizitatslinge 2 7z R ldngs der Torusseele lduft.
Der zeitunabhingige Anteil des Magnetfeldes im
Torus habe nur eine konstante z-Komponente der
Starke B,, gemessen im Gaussschen System. Auch
der oszillierende Anteil besitze im wesentlichen nur
eine z-Komponente, die noch von z, aber nicht von
r oder ¢ abhidngen moge. Das Gesamtfeld B schrei-
ben wir in der Form:

B=B,=B)[1+A(z) sinwt], |[A|<1l (2)
[@w = Kreisfrequenz und 4 (z) = relative ortliche Am-
plitude der Modulation]. Der magnetische Flu} im
Plasma B r,? sei konstant, so dal r, noch von z und ¢
abhéngt. Da das Magnetfeld divergenzfrei sein muB,

3 K. Kéreer, Z. Naturforschg. 12 a, 815 [1957].
4 T. Coor et al., Phys. Fluids 1, 411 [1958].
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setzen wir mit der Vernachldssigung seiner r-Kom-
ponente

3|8 al<1 (3)
voraus. Das dem Plasma von aullen aufgeprigte
modulierte Magnetfeld (2) enthilt bei Vorgabe der
Funktion A(z) keine Freiheiten mehr. Damit ver-
nachldssigen wir Trigheitseffekte im Plasma, nam-
lich die von der Oszillation angeregten longitudina-
len und transversalen hydromagnetischen Wellen.
Diese konnen sich im eingeschwungenen Zustand des
Plasmatorus als stehende Wellen ausbilden und we-
gen ihrer Dampfung auch die Energieaufnahme des
Plasmas erhohen, aber nur dann, wenn ihre Lauf-
zeiten durch das Plasma nicht wesentlich kleiner als
die Oszillationsprodukte sind. Wir setzen mit der
Vernachladssigung dieser Wellen also voraus, daf} ihre
Laufzeiten klein gegen die Oszillationsperiode sind.
Aus den Phasengeschwindigkeiten® der beiden Ty-
pen folgt fiir die longitudinale Welle. die den klei-
nen Durchmesser 2 ry durchlduft,

w < rnr(L‘)g L pﬂ>‘/’

ro \4mo 0

(4a)

(0 =Massendichte, p = Gasdruck und x = Verhiltnis der
spezifischen Warmen des Plasmas)

und fiir die transversale ALrvEx-Welle, die langs der
Feldlinie umlauft.

1 [ B2\
w<--(-——]".
R < )

4o

(4b)

SchlieBlich wollen wir annehmen, daB die totale An-
derung des Magnetfeldes, die das Einzelteilchen im
Plasma erlebt, ,,adiabatisch®. d. h. langsam im Ver-
gleich zur Gyration des Teilchens verlaufe:
1 dp<p,, w,=eB/me (5)
B dt -
(wy = Winkelgeschwindigkeit der Gyration, e=La-
dung, m =Masse des Teilchens, ¢= Lichtgeschwin-
digkeit) .

Unter dieser Voraussetzung gyriert jedes Teilchen
abgesehen vom Einflul der Stofe mit anderen Teil-
chen stets um je eine feste Feldlinie und es besitat
ein ,,adiabatisch® invariantes magnetisches Moment,
das wihrend des freien Fluges im gemal} (5) lang-
sam verinderlichen Feld erhalten bleibt 6. Dies Mo-
ment ist definiert als das Verhiltnis von Gyrations-

5 L. Serrzer Jsr., Physics of Fully Ionized Gases. Interscience
Publishers, New York 1956.
¢ F.Hertweck u. A. Scuriter, Z. Naturforschg. 12a, 844 [1957].
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energie zu Feldstarke:
u=Eg/B=3%mv,2/B=const. (6)

Dabei ist £, die Energie der Kreiselbewegung mit
der Geschwindigkeit v, um die Feldlinie und senk-
recht zur Feldrichtung,

m
B

m 2
= P
3 (

2

m b
vg2= Ty (v +vg%) = -v2). (7)
(Wir wahlen fir Energie und Geschwindigkeit der
Bewegung im Ganzen bzw. in z-Richtung die entspre-
chenden Bezeichnungen E, v, E, , v..)

2. Energieumsatz und Bewegungsgleichungen
des Einzelteilchens

Die geladenen Plasmateilchen dndern ihre Energie
in dem zeitlich veranderlichen Magnetfeld (2) genau
in dem MaBe, wie das von der lokalen Anderung des
Magnetfeldes induzierte Wirbelfeld Arbeit an ihnen
leistet. Dieses elektrische Feld hat nach der ersten
1 3B

MaxwerLschen Gleichung die Wirbelstirke 3
in z-Richtung und ist selbst stets senkrecht zum
Magnetfeld gerichtet, wenn wir annehmen. dal} es
divergenzfrei ist und entsprechend der vorgegebe-
nen Symmetrie auf der z-Achse verschwindet. Daher
wirkt das elektrische Feld nur auf die Gyrations-
bewegung, und wir berechnen die sikulare Energie-
aufnahme eines Einzelteilchens in dem gemal} (5)
langsam verdnderlichen Magnetfeld als die mittlere
Arbeit des elektrischen Feldes an einem Teilchen,
das einen Kreis mit festem Radius r, und fester
Gyrationsgeschwindigkeit v, =r, w, um eine Feld-
linie durchlduft. Bei dieser Bewegung weist der Vek-
tor der Winkelgeschwindigkeit w, fiir positiv gela-
dene Teilchen dem Vorzeichen der Lorentz-Kraft
entsprechend in die negative z-Richtung. Das Inte-
gral der Leistung tiber einen vollen Umlauf laft sich
mit dem Stokesschen Satz umformen in ein Flachen-
integral tber die Wirbelstirke des elektrischen Fel-
des und liefert fiir die sikulare Energiednderung des
Teilchens im adiabatisch verianderlichen Feld (2):

dE dv E;s OB
— =MV —— = —— —F—. 8
dt de B 3t (8)

Aus der Konstanz des magnetischen Moments (6)
und aus Gl. (8) fiir die Anderung der gesamten Be-
wegungsenergie folgen zwei weitere Bewegungsglei-
chungen, einerseits fiir die Gyration um die Feldlinie

dEg _ . dvg _ Eg dB _ VEg<aB g eB>
dd  fd B dt B\ 3t 23:z)°
(9)
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andererseits fiir die Bewegung in Feldrichtung ®

dE; Ee 3B

% =muv, - —£ v, —.

a B 7 2z
Dabei ist nach wie vor vom Einfluf} der Stéfie mit
anderen Teilchen abgesehen.

dv: _

(10)

3. Boltzmann-Gleichung

Um die integrale Energieaufnahme des von uns
betrachteten Plasmatorus im langsam oszillierenden
Magnetfeld (2) aus der Energieaufnahme des Ein-
zelteilchens (8) berechnen zu konnen, miissen wir
die Verteilungsfunktion der Plasmateilchen im Orts-
und Geschwindigkeitsraum kennen. Diese Geschwin-
digkeitsverteilung und die zugehorige Energieauf-
nahme bestimmen wir getrennt fiir die Ionen oder
auch die Elektronen aus einer Borrzmanx-Gleichung
fiir gleichartige Teilchen. Uber die Wechselwirkung
zwischen den beiden Komponenten machen wir dazu
einige vereinfachende Annahmen.

Der Einfluf} der Stofle zwischen Teilchen verschie-
dener Sorte auf die Verteilung ist bei grolem Mas-
senunterschied und mifligen Abweichungen vom
Gleichgewicht gering, da sie die Bewegungsenergien
der Teilchen wesentlich schlechter ibertragen als
Stofle zwischen gleichen Teilchen. Wir vernachlas-
sigen die entsprechenden Terme in der Borrzmans-
Gleichung und konnen den Einflufl der Wechselwir-
kung durch StoBe als sdkulare Angleichung der Tem-
peraturen der Komponenten beriicksichtigen.

Wichtiger ist die elektrostatische Wechselwirkung
zwischen den Elektronen und den positiven Ionen.
Dabei wollen wir die Anregung von Elektronen-
schwingungen aufler Betracht lassen, d. h. die Oszil-
lationsfrequenz als klein gegen die meist sehr hohe
Plasmafrequenz voraussetzen. Unter dieser Bedin-
gung zwingt das elektrische Feld das Elektronengas,
den Dichteschwankungen der positiven Komponente
zu folgen und umgekehrt. Uber dieses elektrische
Feld konnen daher auch Druckgradienten und Trag-
heitskrafte einer Komponente auf die andere zu-
riickwirken. Die Riickwirkung der Trigheitskrifte
werden wir im folgenden nicht beriicksichtigen. Fir
die Bewegung der Ionen ist die Trigheit der mit-
schwingenden Elektronen ohnehin vernachlassigbar.
Nur die Anregung einer systematischen Elektronen-
bewegung mit starken Dichteschwankungen wiirde
von der Trigheit der Ionen beeinflult werden.
Druckgradienten wirken im Mittel iiber Strecken
von der Ordnung der mittleren freien Weglinge wie
eine Volumkraft entgegengesetzter Richtung. Wir
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werden daher in der BoLrzmann-Gleichung der Ionen
fiir den Fall kleiner mittlerer freier Wegldngen ver-
glichen mit der Torusdimension R den Druckgradien-
ten der Elektronen zu beriicksichtigen haben, um die
Anregung von Schallwellen richtig zu beschreiben.
Wir betrachten im folgenden gleichartige Teilchen
und halten die Anwendung auf die Ionen oder auch
die Elektronen noch offen. In dem Fall adiabatischer
Felddnderungen (5), in dem jedes Teilchen bei stof3-
freier Bewegung ein konstantes, magnetisches Mo-
ment besitzt und nur um eine feste Feldlinie gyrie-
ren kann, geniigt es, die Verteilungsfunktion f als
eine Funktion der einzigen freien Lagekoordinate z,
der zugehorigen Geschwindigkeit v, , der Gyrations-
geschwindigkeit v, und der Zeit aufzufassen:

f:f(zavzvvgvt)-

Das Integral der Funktion f iiber den gesamten Ge-
schwindigkeitsraum ist die lokale Teilchendichte

(11 a)

+oo0 +o0

N=[fdv= [ [f2av,dvzdv.. (11Db)
—oco 0

Schliefllich definieren wir eine Mittelwertbildung im
Geschwindigkeitsraum,
[afdd

(0)= g
Die integrale Energieaufnahme einer Komponente
des Plasmatorus beschreiben wir zweckmaBig durch
die Heizrate 4, das Verhiltnis der mittleren Energie-
aufnahme der Teilchen zu ihrer mittleren Energie,
wobei die Mittelungen iiber den ganzen Geschwin-
digkeitsraum, auflerdem iiber das ganze Torusvolu-
men und iber eine Periode der Oszillation erstreckt
werden:

(11¢)

2aR
dE
Of nr2 N <E?>dz dt
/w 2aR o (12)
: f ar N(E) dzdt
0

Die Heizrate 4 ist der Kehrwert der Zeit, in der sich
der Energieinhalt der jeweils betrachteten Plasma-
komponente um seine eigene Groflenordnung dndert.

Die Borrzmans-Gleichung, der die Funktion f ge-
niigen muf, lautet:

of af dv, Of
o TV T E% B

o

0

dvg Sf _ O
T Qvg atf' (2)
Fir die auf der linken Seite auftretenden Beschleu-
nigungen dv./d¢ und dvg/dt sind die Bewegungs-
gleichungen (9) und (10) einzusetzen und gegebe-
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nenfalls die Wechselwirkung mit der anderen Plasma-
komponente.

Das StoBglied auf der rechten Seite soll die An-
derung der Verteilungsfunktion f durch die elasti-
schen Zusammenstofle der Plasmateilchen beschrei-
ben.

Fir dieses Glied suchen wir einen vereinfachten
in f linearen Ansatz [(f), der folgende Bedingungen
erfillen muf}:

1. Die Erhaltung von Teilchenzahl, Impulsvektor
und Energie bei jedem Stof} erzwingt, dal} die ersten
3 Momente von [(f) im Geschwindigkeitsraum ver-
schwinden:

[ dv=o0,
[vi(f) dv=0,
[21(f) dv=0.

(b = Geschwindigkeitsvektor.)

2. Die StoBle trachten lokal stets eine MaxwEgLL-
sche Geschwindigkeitsverteilung in dem mit der lo-
kal mittleren Geschwindigkeit (V) mitgefithrten Be-
zugssystem herzustellen. Hat diese Verteilungsfunk-
tion sich eingestellt, so wird sie durch die Stof3e nicht
mehr verdndert. Diese Bedingungen werden befrie-
digt von dem Ansatz:

= f=l(f) = -7 (="
msz(72375)“3/2(<v2> — (p)2) R

(14)

(15)

3 _(0=(v))?

(=5 o)
mf ist im mitgefiihrten System eine MaxweLL-Vertei-
lung und hat die 3 ersten Momente im Geschwindig-
keitsraum mit f gemeinsam. y (sec™!) ist die mitt-
lere Stofifrequenz der Teilchen, ihr Kehrwert die
Relaxationszeit, in der sich die Verteilung f der Ver-
teilung ™/ angleicht.

Es sei noch erwihnt, dall der Ansatz (15) auch
dem Bovrzmansschen H-Theorem geniigt, d. h. die
statistische Wahrscheinlichkeit der Verteilungsfunk-
tion f

o]

3 ; 3 1
“a;N + —— (NV(v:)) =

5 (e
SN + S (N - H%;Mvz)
st (N(v.2)) + ,83; (N(v3)) — 11;7 ('%l:]\’(vf)
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w(f) ~const— ff In fd%

nimmt nie ab, wenn f sich gemdl (15) &ndert:

S (=~ [fmfa) =y [ (nf+1) (f=") & (16)

=7/ (nf-Inmf) (f-"fid% =0 ;

dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen aus dem
Verschwinden der ersten 3 Momente von f—"f,
wenn man beriicksichtigt, daf} sich In™f darstellen
laBt als:

In®™f=a+ (bv) +co. (17)
Mit (9), (10) und (15) schreiben wir die Borrz-
MANN-Gleichung (13) :

3f 3f _vw® 1 3B 3f

3 TP 3. T 2 B 8 dus (18)
L v 1 (03B aB) 8 _ . fm
2 B ( ot + % 9z / Qug v(F="h-

Sind die mittleren freien Wegldngen klein im Ver-
gleich zur Torusdimension R, so ist nach dem oben
Gesagten in der Borrzmann-Gleichung fiir die Ionen-
Komponente noch der negative Druckgradient der
Elektronen als Volumkraft zu beriicksichtigen. Fir
einfach geladene Ionen und kleine Abweichungen
vom Gleichgewicht sind die Druckgradienten beider
Komponenten etwa gleich. Sie liegen in unserem Fall
stets in z-Richtung. Wir erhalten also unter den ge-
nannten Bedingungen einen zusétzlichen Summanden

_i<ff”22d“”) of (18 a)

3z \ [fid% ) du.

auf der linken Seite von Gl. (18), den wir bei An-
regung von Schallwellen zu beriicksichtigen haben.

Bevor wir die Borrzmann-Gleichung (18) in der
Oszillationsamplitude linearisieren und die einge-
schwungene Losung aufsuchen, um die Energieauf-
nahme zu bestimmen. wollen wir noch den Zusam-
menhang herstellen mit den von ScuLiTER! aufge-
stellten Gleichungen fiir den Gyro-Relaxationseffekt
in einem homogenen oszillierenden Magnetfeld. Wir
bilden dazu die Momente der Gl. (18) im Geschwin-
digkeitsraum mit den Gewichten 1, v,, v,? bzw. v,2:

3B e
* s <”2>)‘0’
+ aafN(vzg—%vg'z}):O; (19)

3B - Y 5
4 Q;N(vz'?—vzvg-/‘ ) == N{vg®—2v,2);

(2vg%) + 28 N(2 vgvgg)) e X N(vg®—20.2).

3z 3
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Diese Momentengleichungen bilden einen Spezial-
fall der von ScuLiTER 7 ausfiihrlich diskutierten all-
gemeinen Momentengleichungen fiir ein Plasma im
starken Magnetfeld. Die Voraussetzung eines star-
ken Feldes entspricht dabei der Annahme (5), dafl
alle sonstigen zeitlichen Anderungen langsam gegen-
iber der Gyrationsfrequenz der Teilchen verlaufen
sollen.

Das Analogon (19a) der Kontinuititsgleichung
beschreibt die radiale Kompression der Teilchen im
adiabatisch veranderlichen Magnetfeld durch die ent-
sprechenden Anderungen der Teilchendichte N, ohne
daBl die Koordinaten r und v, iberhaupt auftreten.
Der Vergleich mit der gewohnlichen Kontinuitats-
gleichung ergibt

—r 1 dB d
(v,) = = T bzw. <—d?nr23>=0.
Also bleibt der Flu} durch eine in der z-Achse zen-
trierte Kreisscheibe mit dem Radius der mittleren
Teilchenkoordinate r, d. h. der Koordinate des Gyro-
zentrums des Teilchens, konstant. Das entspricht dem
Haften des Teilchens bzw. seines Gyrozentrums an
einer bestimmten Feldlinie. Die folgenden Gleichun-
gen reprasentieren eine vereinfachte Impuls- und
Energiebilanz. In der letzteren erscheint auf der
rechten Seite der Gyro-Relaxationsterm, der den
durch die St68e bedingten Energieausgleich zwischen
Gyration und Translation lings der Feldlinien be-
schreibt und eine Volumenviskositat zur Folge hat.

Vernachldssigen wir in den Gln. (19) die Abhén-
gigkeiten von der z-Koordinate und eliminieren die
Teilchendichte N in der Energiebilanz, so liefert
diese die Gleichungen der homogenen Gyro-Relaxa-

tion 1:

mf~fy + mf1—f0[ Rk

Ny
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1 d )

o) - 2 L gy 7 (02202 =0, (20)

d 2 ! 9
- (o) — g (v2—2v.2) =0

4. Linearisierung der Boltzmann-Gleichung

Wir wollen im folgenden nur kleine Amplituden

des magnetischen Wechselfeldes (2) betrachten,
A4<1, (21)

und die Borrzmann-Gleichung in dieser Amplitude
linearisieren. Die Verteilungsfunktion f spalten wir
auf in eine ungestorte MaxweLL-Verteilung f, und
eine in A4 lineare Storung f, .

32

f=fo+f1=No (-**)
© ((v%)o) ”
Entsprechend gilt fiir die Teilchendichte

(22 a)

’exp< 5 <2> )+f1(z,vzavgvt)

N=No+N,= [fodv+ [f;d.  (22b)
Mit den Definitionen
_ fafoL% fafxd v
(@)= X und (a);= T o (22¢)

lautet ein Mittelwert (@) in linearer Naherung
(a) =(a)o+ (a);— (a)o(Ny/Ng) . (224)

Zur Linearisierung des Stofansatzes entwickeln wir
die Funktion ™f bis zu Gliedern erster Ordnung in 4
bzw. f;/f, und erhalten mit den Definitionen (22)

e+ (o Y o8t

(23)

Die Verteilung f,+™f; hat wie ®f die drei ersten Momente mit f gemeinsam. In (23) ist beriicksichtigt,
dafB} in unserer Darstellung der Verteilung nur die z-Komponente von (b) auftreten kann, wihrend ra-
diale Bewegungen nur durch die Anderung der Teilchendichte beschrieben werden.

Die linearisierte BoLrzman~-Gleichung lautet dann

aB afo vg

EIA Bh v 1 9B Sf __l_(iB_ )%_ m
3 t% %3 "2 B, 5z v, 2 B (ot T 5 ) 3o =7 =", (24)
und wenn die Ableitungen von f, nach (22 a) und von B nach (2) ausgefiihrt werden
Sty of _ »(f _m
at +UZE wA(Z) Coswtz < 2> fo /(fl fl)' (25)

7 A. ScuLUTER in J. Fasr1 et al., Combustion and Propulsion, 3 AGARD Colloquium, p. 525, Pergamon Press, London1958.
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Der Wechselwirkungsterm (18 a), der fiir kleine
mittlere freie Wegldngen in (25) auf der linken
Seite der Ionen-Borrzmann-Gleichung zuzufiigen ist,
lautet linearisiert
2 vy
(32,

Der linearisierte StoBansatz in (25) geniigt dem
Borrzmannschen H-Theorem bis auf Glieder dritter
und hoherer Ordnung in 4, wie ein Vergleich mit
(15) zeigt. In(fy+™f;) 1aBt sich namlich dhnlich wie
In™f in der Form (17) darstellen, da mit (21) auch
mf < f, sein muB.

Die mittlere Energie der Losungen der linearisier-
ten Borrzmann-Gleichung (25) kann nur eine Oszil-
lation mit der Amplitude A4, aber kein sakulares
Wachstum zeigen, da die Energieaufnahme des Plas-
mas erst von der Ordnung A2 ist. Doch beschreibt
die in (12) definierte Heizrate 4 auch im Mittel iiber
die Losungen von (25) die sikulare Energieauf-

fo az <022>1- (25a)
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nahme des Plasmas richtig in der Ordnung 42, da

dE/dt nach (8) selbst von der Ordnung A ist.

5. Integralgleichungen fiir die eingeschwungene
Losung

Gl. (25) ist eine lineare inhomogene Integrodif-
ferentialgleichung fiir die Storverteilung f, . Die den
Lésungen der homogenen Gleichung entsprechenden
freien Schwingungen werden durch das Stofiglied ge-
dampft und klingen zeitlich wie exp(—y¢) ab. Wir
betrachten daher im folgenden nur die sogenannte
eingeschwungene Losung, d.h. die zeitlich streng
periodische Losung, die mit der von auflen aufge-
priagten Kreisfrequenz o oszilliert.

Auch die Abhingigkeit von der periodischen Lage-
koordinate z 148t sich in einfacher Weise behandeln.
Dazu zerlegen wir die Amplitudenfunktion 4 (z), die
das rdumliche Profil der Modulation des Magnet-
feldes (2) beschreibt, in eine Fourier-Reihe

A(z) =

04 + v"A cosn R (26)

2”R./‘A(z) cosnf—dz

Die Sinusglieder sind weggelassen, da wir uns der besseren Ubersicht wegen auf die praktisch interessan-
ten symmetrischen Profile 4(z) =A(—z) beschrinken wollen. Wir zerlegen nun die zeitlich und rdumlich

periodisch eingeschwungene Losung der Verteilungsfunktion f(v,,vg,z,¢) entsprechend den moglichen
raumzeitlichen Phasen in folgender Weise:

2 2 . z 5 z : ! z -
fi= ZO "A ( "f,1 €08 Wt cos np + "forsin ¢ cosn 5 +"f15 COS a)tsmnﬁ +"fss sinw tsinn —R—> . (27)
o=
Es besteht also raumzeitliche Phasengleichheit zwischen f; und ——, f5; und B, —f,;, und aat:gg s —fo2
3B
d — ,
un =

Mit (26) und (23) erhalten wir aus (25) fiir jedes n ein System von 4 linearen Integralgleichungen
fiir die Koeffizienten *fi; (v,,ve) der Zerlegung (27):

Vzn n 2 _ L 3 ’
o+ Pty =y (33 fo 5 [ =y (=1 b5 [ 3 n e
= f(H
2 <v
Vzn n n _ 1 73
‘””“+‘%’fﬂ+7”“”«;'Z<>>f°N /fﬂ&v y(<> )f°NL/2<v>f“&”—0
® "o — *n'vz "+ 72— V< > fo " N, /"fr’ ’17< %, G (28)

31)2

n _*3’
m-“m/mwad

Die Symmetrie der dufleren Anregung A(z) = A(—z) auf z sein miissen. Daher verschwinden die Integrale
hat zur Folge, daB die Teilchendichte und die mitt- nf PBy= "o dBv= ["f, 02 d3r =0 29
lere Energie ebenfalls symmetrisch, der mittlere Im- / v2"fit / fie .[ fiev® &P ,  (29)

puls in z-Richtung dagegen antisymmetrisch in bezug die wir in (28) bereits weggelassen haben.

— "o — L};’j "for+ 7 "fa2 —
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Unter Anwendung der Zerlegungen (26) und
(27) konnen wir auch die rdumliche und zeitliche
Mittelung der Heizrate 2 (12) ausfiihren. Mit (8),
(2), (11), (22), (26) und (27) erhalten wir aus
(12) in der Ordnung A42

;.=in;,= o[22 [ 208 g3y
=SS I

g 31 2 [vg“fnd%].
n=0 =

Zur sikularen Energieaufnahme tragen also nur die
"f;1 der gestorten Verteilung bei, da nur fir f;,
rdumliche und zeitliche Phasengleichheit mit dem
Arbeit leistenden elektrischen Feld ~ 9B/0t besteht.

Die Integralgleichungen (28) enthalten drei cha-
rakteristische Frequenzen: die Kreisfrequenz der
dufleren Anregung w, die mittlere Stofrequenz der
Teilchen y und eine mittlere ,,Durchlauffrequenz®,
mit der Teilchen oder Schallwellen eine Strecke von
der linearen Grofenordnung des betrachteten Torus-
volumens durchlaufen. Wir bezeichnen sie mit ¢ und
definieren

(30)

5= V<G v _ V(A/x) vs

R R {51}

(vs = Schallgeschwindigkeit, x= Verhaltnis der spe-
zifischen Wéarmen = $ fiir 3 Freiheitsgrade).

Die hier eingesetzte Beziehung zur Schallgeschwin-
digkeit ist giiltig, wenn der Mittelwert (v?), sich auf
einfach geladene Ionen bezieht.

Multiplizieren wir die Gln. (28) mit

No (2 7/3)%(v?)o™,

so haben alle Summanden die Dimensionen einer

981

Frequenz. Neben den 3 charakteristischen Frequen-
zen w, ¥ und O in der Kombination n ¢ treten dann
nur noch GroBlen auf, die sich an Hand von (11)
und (22) vollstaindig durch zwei dimensionslose

Variable

3 1)22 3 ’ng

I=E*<;2_)_0>0’ y=§m >0 (32)
ausdriicken lassen. Wir wollen diese Variablen im
folgenden benutzen. Thre Bedeutung ist einfach, es
sind die auf die thermische Energieskala der unge-
storten MaxwerL-Verteilung k7T = 3 $m(v?), (k=
Borrzmann-Konstante, T =Temperatur) bezogenen
Anteile der Bewegungsenergie. Die MaxweLL-Vertei-
lung hat also in dieser Bezeichnung den Exponenten
— (z+y). An die Stelle-der Verteilungskoeffizienten
"fix(v;,vg) treten nun dimensionslose Koeffizienten
"gir(2,y), die wir zweckmillig auf die ungestorte

MaxweLL-Verteilung beziehen:
Lo dd= Lngp ety _L_grdy. (33)
N, Va Yz
Der Integration im Geschwindigkeitsraum entspricht
eine Integration iiber z und y, fiir die wir eine Ab-
kiirzung einfithren, um unnotig lange Formeln zu

vermeiden:

oo

T}; /fm G(z,y) e—(1+14)7117;-dxdy={0(x,y)}-
00 (34)

Die Werte einiger im folgenden vorkommenden In-
tegrale seien explizit angegeben:

{1=1, {&"=m-3{=""},

{y"y=m!, m=1,2,... . (34-a)

Mit diesen Definitionen nimmt das System der Integralgleichungen (28) in den Variablen z und y fol-

gende Gestalt an:

gy +ndzt g, tyrgy —y(E—z—y) {"gut —r[3(z+y) —11{(@"+¥) "gu} =0y,
—0"g +n02 "ges + 7 "ge — 7 (3 —2—y) {"gar} —7 B (z+y) —11{(z" +¥") "ga1} =0,

W "gas—n bz g 4y g —y 22" {2 g} =0,
— i) nglz . n(s x‘lg ng21 +7 ng22 —y 2 :z:ll’ x"(z "322} =0.

Fiir die Ionen fithrt der Wechselwirkungsterm (18 a)
fiir kleine mittlere freie Weglingen mit (25a) in
den beiden unteren Gleichungen (35) auf der linken
Seite zu den zusitzlichen Summanden

—nd2{227g,,} baw. —ndz" {2x"gy}. (35a)

Entsprechend erhalten wir die neue Darstellung der
Heizrate 4 aus (30)

2 042 <, 042 a
A= v ® ['—2— {y %11} + Z T{y gn}J-

n=1
6. Niherungslosungen fiir Verteilungsfunktionen
und Heizrate

Die allgemeine Losung des Systems (35) fiir be-
liebige Frequenzen w, y und nd kann nur durch
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numerische Berechnungen gewonnen werden. Das
gilt dann ebenfalls fiir die der Losung gemill (36)
zugeordnete Heizrate 4. Doch erhilt man die wich-
tigsten Informationen schon aus dem asymptotischen
Verhalten der Losung fur extreme Werte der charak-
teristischen Frequenzen. Dies Verhalten und die zu-
gehorigen Naherungen fiir die Heizrate Z sollen im
folgenden nédher untersucht werden. Zwei allgemeine
Aussagen iber die mogliche Grofenordnung der
Heizrate seien vorausgeschickt. Einmal kann die Zeit-
skala 271, in der die Plasmaenergie anwichst. auch
bei Amplituden von der Ordnung eins, nicht kiirzer
sein als die Periode der Oszillation 2 7/w . in der
das Plasma einen wesentlichen Teil seiner Energie
mit dem Feld austauscht. Damit gilt auch bei kleinen
Amplituden fiir die Summanden in (36)

< wn AR, (36 a)

AuBerdem kann die Zeitskala 27! nicht kiirzer sein
als die mittlere Stofizeit y 7!, wenn die aufgenom-
mene Energie durch St6fle thermalisiert werden soll,

Atherm. <7 - (36b)

Wir untersuchen nun zunachst das asymptotische
Verhalten der Losung von (35) und die zugehorige
Heizrate in den Fillen, in denen die mittlere freie
Weglidnge klein gegen den Torusumfang ist, d. h.

0<Ly.

a) nd <Ly, w

Dieser Fall extrem kleiner Durchlauffrequenz ent-
spricht weitgehend der homogenen Gyro-Relaxation.
Die Translation der Teilchen ldngs der Feldlinien ist
so langsam, dal} sie viele Oszillationsperioden und
StoBe erleben. ohne ihre z-Koordinate wesentlich zu
verandern. Vernachldssigen wir die Glieder mit dem
Faktor nd. so erhalten wir durch Integration der
Gln. (35) (mit den Gewichten 1, x +y oder 27%) die
Beziehungen:

{"gn} ={(x+y) "gy} = {27 "g1a} = {2 "g2n} =0,
gt =1. {(x+y) "ga) =% (37)
und damit die Losung

"g12="822=0, (38)
ny @y y—2z oy, @*y+riEty)

&1 W24 y2 3 7 w2+y?

gy, ist eine durch SB/Jt bedingte Anisotropie, die
zu den 3 ersten Momenten nichts beitragt, g,y be-
schreibt die zu B phasengleiche Kompression.

H. U. SCHMIDT

Die Heizrate errechnet sich zu

- 1 4 0 42 < nA2
Ao= = — 7 o
91+ (yfw)? ( taT )

n=1

(39)

R 2 22R
9 1+(,’/0))- 2.7 / 7) dz.
(Nattirlich ist hier wie bei allen Ndherungen fiir 2
eine Summation uber n nur insoweit zuldssig, wie
die jeweilige Voraussetzung iber no erfullt ist.)
Fir den Grenzfall der homogenen Gyro-Relaxation
A(z) =const stimmt die Heizrate /4, wie zu erwar-
ten mit der von ScuLUTER! bzw. BErGER et al.?8
angegebenen tiberein.

Da fiir n=0 in den Gln. (35) die Glieder ~ nd
auf jeden Fall verschwinden, sind die Beziehungen
(37) und (38) fiir die %g;; stets erfiillt. Aus (39)
1af3t sich daher eine untere Grenze der Heizrate fiir
beliebige w. 7, 6 und A (z) ableiten:

A>0) — a2y
9 1+ (y/w)?

(40)

fA )dz)

Diese Mindestrate entspricht der Gyro-Relaxation im
homogenen Anteil des Oszillationsfeldes. Die ange-
gebenen Heizraten (39) und (40) sind sowohl fir
die Ionen als auch fiir die Elektronen giiltig, da mit
der Bewegung in Feldrichtung auch die Wechsel-
wirkung beider Komponenten vernachldssigt werden
kann.

=3 r {1
9 1+ (y/w)? 27R

b) no,w <y

Bei extrem groBer StoBfrequenz kann die magne-
tische Oszillation neben der Gyro-Relaxation auch
Schall anregen. Wir betrachten in diesem Fall nur
die Tonen und beriicksichtigen in (35) die starke
Koppelung mit den mitbewegten Elektronen durch
die Zusatzterme (35a) fiir die Riickwirkung des
Druckgradienten der Elektronen. Die Funktionen
"gix entwickeln wir nach Potenzen von w/y <1,

"gik = "gik,0+ %ngik,l'*' - (41)
Nach Division durch y enthalten die Gln. (35) neben
w/y nur noch das Verhaltnis n d/w als freien Para-
meter. Sie lassen sich nach den Potenzen von w/y
aufgliedern. Aus den Gleichungen nullter Ordnung
und den gewichteten Integralen der Gleichungen er-

8 dort als collisional heating bezeichnet.



AUFHEIZUNG EINES TORUSFORMIG BEGRENZTEN PLASMAS

ster Ordnung erhalten wir die Glieder nullter Ord-
nung in w/y:

"g11,0="g22,0=0, (42)
n521.0= §(I+Z/) n

2nd(3z)'
1—nd? ’

1—nd®
ng2 _ (”_‘5)

)

812,0= —

3\ w
Sie beschreiben eine Schallwelle, die durch die zu B

phasengleiche Kompression angeregt wird und eine
Resonanz zeigt. Wie ein Vergleich mit (31) zeigt,
verschwindet der Resonanznenner genau dann, wenn
die Anregungsperiode 2 7/w mit der Laufzeit einer
Schallwelle iiber eine zu n gehorige Wellenlidnge
2 7t R/n iibereinstimmt. Die Methode zur Gewinnung
der Glieder nullter Ordnung laft sich in der ersten
Ordnung analog anwenden und liefert

"ga1,1="812,1=0,

ngy = — L M 1 P49
EIL1= T 5 1T T 15 (1—nd¥)? P
1 1-37d
+ e (y—22x), (43)
g (O ) rd [LLEOTE L L 54ty
g??,l— (3 x) d[s (1—"d2)2+10 1 —nd2 }

Eine Energieaufnahme aus dem anregenden Feld
ergibt sich also mit gy ; erst in der Ordnung w/y .
Wir erhalten eine Heizrate

%—L£¢ﬁ+ mﬂﬂ%””“”}(m)

T 9y ~ 2 C(1—rd?)?
ngz_ 3 (noY
d?_g(w).

Soweit n 0 < w ist, stimmt 4;, mit der Naherung 4,
fiir kleine w/y iiberein, da der Resonanzquotient in
der Summe dann herausfillt. Wenn w < n d ist, lie-
fert dieser Quotient einen zusitzlichen Faktor 9. In
der unmittelbaren Umgebung der Resonanzstelle ver-
sagt die Entwicklung (41), sobald (1—"d?)? < w/y
ist. In diesem Fall enthalten nidmlich (w/y) "gi1.1
und (w/y)3"gi1.3 Terme von gleicher Gréfenord-
nung. Damit bleibt der Quotient in der Resonanz
auf die GroBenordnung y/w beschrinkt, wie es der
Abschatzung (36 a) entspricht.

Vergleichen wir die hier fir einen Plasmatorus
berechnete Energieaufnahme bei Schallanregung mit
der von BercEr et al.>? angegebenen Schallerzeu-
gung in einem unendlichen Plasmazylinder, so er-
geben sich im wesentlichen folgende Unterschiede:
Einmal erhalten wir, wie zu erwarten, im begrenz-

® dort als acoustic heating bezeichnet.
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ten Volumen nur scharfe diskrete Resonanzen fiir
die stehende Grundschwingung und ihre Oberwellen,
wihrend die Resonanz im Zylinder tiber einen weite-
ren Frequenzbereich verschmiert ist. Nur die maxi-
malen Heizraten in der Resonanz sind in beiden
Fillen von gleicher GroBenordnung. Bei Frequenzen
unterhalb der Resonanz ist die Heizrate fiir den To-
rus um einen Faktor von der Ordnung d/y kleiner
als fur den Zylinder.

c) nd,y<w

Wie in den beiden bisher besprochenen Fallen ist
auch bei extrem groflen Anregungsfrequenzen die
Durchlauffrequenz klein gegen mindestens eine der
beiden anderen charakteristischen Frequenzen, und
damit 1afit sich auch hier die gleiche Entwicklungs-
methode anwenden, diesmal nach Potenzen von y/w
mit dem freien Parameter n d/y .

"gix ="8ik, 0+ %"gik,l‘f’ cee s (45)
In nullter Ordnung existiert nur die mit B phasen-
gleiche Verteilung

"g21,0=Y (46)

und aus den Gleichungen erster Ordnung folgt dann

y—dz (47)

3

RTA
"g11,1= > "g12,1= nTIll“?/-

Die Heizrate lautet damit

) 2aR
o= _; 7(°A‘-’+ "Zl ;‘2) -5 7 2;R0fA2(z) dz.
(48)
Z. ist also unabhingig von nd/y und entspricht der
Niherung von 4, (39) fiir groBe w/y . Wie diese ist
sie sowohl fiir Ionen wie fiir Elektronen giiltig.

Wir gehen nun zur Behandlung der Grenzfille iiber,
in denen die Durchlauffrequenz nicht mehr klein ge-
gen mindestens eine der beiden anderen charakteristi-
schen Frequenzen ist. In diesen Féllen lassen sich
die Gln. (35) nicht mehr in einfacher Weise ent-
wickeln, da die Glieder mit dem Faktor nd die
Variable z explizit enthalten. Immerhin ist es mog-
lich, Riickschlisse auf die Verteilung g;; und die
Grofenordnung der zu erwartenden Heizraten zu
ziehen. Zu diesem Zwecke eliminieren wir zunéchst
aus den 4 Gleichungen (35) und den integrierten
Gln. (35.1) und (35,2) die "g;» und ihre Integrale
{z'*"g}. Wir erhalten so zwei Gleichungen, die nur
die "gi; und deren Integrale {"g;;} und {(z+¥)"gu}
enthalten:
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9 s e [ o (3 e

L, 8= 7 \2
y o 1+(,r)_<"_
w w
) )
gy = o) \ai)
21~ y\2 nd\2 P, y
[+ ()= ()= +4 (3

Die Integralterme P und Q lauten

P=22x Z {"gu}+ B —z—y) <c'; {Bg b (:Z >~{71821})

R A

i —2( L) @+22

w

e (49)
J ()

(50)

+ (Zi;——y . 1) (g—{(x‘H/) "gu1) — (:))J{(x‘iﬁ‘/) "821}>,

2

0=22 (L {tgu}— "} )~ —2=9) (1+ (2)) e} - (2554 1) (1+ (2] ) (e +) "gas} -

Die Integration dieser Gleichungen mit den Gewich-
ten 1 und z + y fiihrt auf 4 lineare inhomogene Glei-
chungen fiir die g;; und (z+y) g, mit deren Lo-
sung dann auch die g;; bekannt sind. Diese Integra-
tionen sind aber nicht mehr geschlossen ausfiihrbar,
da der Nenner noch von z abhiangt. Wir werden im
folgenden das asymptotische Verhalten der Gln. (49)
bei grofen freien Wegliangen (0> y) niher unter-
suchen und die zugehorigen Heizraten abschitzen.

d) no>y, o

Eine extrem grofle Durchlauffrequenz bedeutet,
daB die Teilchen wihrend einer Oszillationsperiode
und zwischen zwei Stoflen im allgemeinen mehrmals
das Torusvolumen durchlaufen. In diesem Fall wird
nur der homogene Anteil des Oszillationsfeldes eine
normale Gyro-Relaxation mit der Heizrate %4 (40)
hervorrufen, wihrend die Wirkung aller inhomoge-
nen Anteile auf die wenigen Teilchen mit fast ver-
schwindender v.-Komponente beschrinkt bleiben
muB. In (49) zeigt sich das darin, dafl der Nenner
von der Ordnung (nd/w)*>1 ist, mit Ausnahme
der unmittelbaren Umgebung von 2=0. In einem
Bereich von der ungefdahren Ausdehnung

STHTNES
nd w
wird der Nenner auf einen Rest von der Grollen-
ordnung
" ,y 2\ 2
No=(1+ (7))
beschrankt.

Wir nehmen nun an, die Integrale {"g;} und
{(z+y) "gi} seien von der Ordnung w/nd <1,

(51)

(52)

und weisen nach, dal} dies mit den Gln. (49) ver-
triaglich ist. Mit dieser Annahme konnen wir die
Integralterme P und Q in den Zidhlern jeweils ver-
nachlassigen. Die Zahler sind dann auflerhalb des
Bereichs (51) hochstens von der Ordnung (n d/w)?,
also klein von 2. Ordnung gegen den Nenner, inner-
halb (51) dagegen unabhingig von n ¢/w . Fiir eine
Abschitzung der Integrale {"g;;} und {(x+y) "gi}
bis auf Glieder 2. Ordnung in w/n 6 kénnen wir da-
her den Integrationsbereich auf (51) beschrinken
und im Integranden z =0 setzen. Wir erhalten so in
Ubereinstimmung mit unserer Annahme:

n s | n . vo 2 Ywrie?

Vet~ +y) sk~ e L YT
(53)

{"ga1} =3{(z +y) "o} =~ 1 2 Vor+y?

1+@/w)?® Va  nd

Mit der gleichen Methode gewinnen wir eine grobe
Abschitzung der Heizrate
y (“A _ Ve'ty

b= —1—
1+ (/) \ 9 0

Sine %2) (54)

n=1

Tex~

2

3y’

Die Abweichungen von der Mindestrate 0/ (40) sind
also klein von der Ordnung Vw?+y%/d. Das gilt
wiederum fiir die Ionen wie die Elektronen.

e) no,w>y

Bei extrem kleinen StoBfrequenzen gibt es dhnlich
wie in dem entgegengesetzten Fall b) eine Resonanz
bei einer Anregungsfrequenz von der GroBenord-
nung ¢ . Teilchen, die in einer passenden Phase und
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Geschwindigkeit in z-Richtung umlaufen, entnehmen
dem Ostzillationsfeld stindig Energie und werden in
z-Richtung beschleunigt. Diese Resonanz kénnen wir
wiederum an dem Nenner der Gln. (49) ablesen.
Fiir sehr kleine y/w ist er mit [1— (nd/w)2x]?
normalerweise unabhiingig von y/w , mit Ausnahme
der unmittelbaren Umgebung der Resonanzstelle
x=w?/n? 6*>. In einem Bereich
o AV g WO
n2d®  n2d2 T T n2d?

2y w
+

we (0%)

“ e ()

w w
Der 2. Term in (57 a) und der 1. Term in (57b)
haben in der Resonanz eine Nullstelle und sind auch
innerhalb des ganzen Bereiches (55) hochstens von
der gleichen Groflenordnung wie auBlerhalb. Die ent-
sprechenden Beitrdge zu den Integralen sind daher
im ersten Fall von der Ordnung y/w <1, im zwei-
ten von der Ordnung 1. Die beiden iibrigen Terme
der Gln. (57) haben keine Nullstellen und sind im
Resonanzbereich (55) um zwei Ordnungen in w/y
groBer als aufBlerhalb. Fir eine Abschidtzung der
Integralbeitridge dieser Terme konnen wir daher die
Integration auf (55) einengen und im Integranden
fiir x den Resonanzwert w?/n* 62 einsetzen. Das Er-
gebnis ist in Ubereinstimmung mit unserer An-
nahme:

{”gll} ]/T

{(z+y) "gy}=~

= »exp{— (0fn8)%}+ ZH, (%),

vaar|(5) +

-exp{— (0/n )%} + L H, (,?wa)

{"ga1} =~ G, ( a>+a};’a‘ (58)
- exp{ - (0/n ) Ky (%)

{(@+y) "gar} = Gz( )+i’)n“;

- exp{ — (w/n )%} K, (n—wé) ;

Die G;, H; und K; sind simtlich Funktionen von
w/n ¢ allein in der GrofRenordnung 1.

hat der Nenner den ungefahren Wert

Ne=47y¥w?<1. (56)
Wir nehmen nun in Konsistenz mit der folgenden
Abschitzung an, daB die Integrale "g;;, (x+y) "gi
von der Ordnung 1 sind. Dann ist der Integral-
term P von der Ordnung y/w, Q dagegen von der
Ordnung 1, und die Gln. (49) lauten in der Nihe-
rung fiir kleine y/w

. {1—("0?)24 (Q+21)

* P el

2(Q+2x)

(57)

*“)11—(;#) T

Die zweiten Terme in Gl. (57), die den Faktor
(Q+2x) enthalten, liefern also nur Glieder der
Ordnung y/w , die wir vernachlissigen. Fiir die Heiz-
rate erhalten wir in der gleichen Ndherung:

“errjcufzw' _ o
/”e~31/n2 A 3 (w/nd)2}.

n=1

(59)

Bei kleinen und bei groferen w/n d wird diese Heiz-
rate klein, da dann nur wenige Teilchen der unge-
storten Verteilung von der Beschleunigung in z-Rich-
tung erfal3t werden konnen. In diesen Féllen sind
die vernachlidssigten Terme der Ordnung y/w maf-
gebend. Die entsprechenden Heizraten haben wir
bereits unter d) (54) bzw. unter c) (48) abge-
schitzt; sie sind von der Ordnung y "42.

Im Frequenzbereich w~¢ uberwiegt die in (59)
angegebene Heizrate. Sie entspricht im wesentlichen
der von BEercEr et al. » 10 angegebenen Energieauf-
nahme eines unendlichen Plasmazylinders unter
sonst gleichen Verhiltnissen. Doch ist unter Um-
stainden in beiden Fallen noch eine wesentliche Kor-
rektur anzubringen. Da bei der nach Voraussetzung
geringen StofBfrequenz die aufgenommene Energie
gemil der Bedingung (36 b) nicht notwendig ther-
malisiert wird, kann die Beschleunigung der Teilchen
in Feldrichtung zu einer starken Anisotropie der
Verteilungsfunktion fiihren. In diesem Fall ist die
Heizrate (59) zu korrigieren. Dazu beriicksichtigen
wir die Anisotropie bereits in der ungestérten Ver-
teilung durch Annahme verschiedener ,, Temperatu-

10 dort als transit time heating bezeichnet.
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ren“ fir Gyration und Bewegung in Feldrichtung
und ersetzen die isotrope MaxweLL-Verteilung f in

(24) durch den Ansatz

3y = N. L __ v v
hato=No g 0 (= 5355, = o)

H. U. SCHMIDT

Die Verteilung f, hat die gleiche Dichte und mittlere
Energie wie die MaxweLL-Verteilung f,. Der Para-
meter o beschreibt die Anisotropie, bei Isotropie hat
er den Wert 1, bei erhchter Energie der Bewegung
in Feldrichtung ist er kleiner als 1. Mit diesem An-

dv: dvg? satz fiir die ungestorte Verteilung linearisieren wir
Q2wDa) ' (vg)a’ die Borrzmann-Gleichung wie in Abschnitt 4, wobei
(v2)a+ (ve2)a= (v2)a= (12),, (60) wir die sikulare Anderung der anisotropen Vertei-
(oD _ lung f, durch St68e abspalten. Wir erhalten so statt
202y (25) die Gleichungen
3t 3fy vg? d4 . vg?
+v, 2t —wA(z)coswt—E_——f,—v, sinwt 5 (1—a) fo=—y(f1—="f1). 61
at 3z <Ug2>a fl dz <Ug">;), ) f‘), / fl fl ( )
df, :
d[l S /(fa_fo)-
Der Rechengang zur Auswertung der ersten Glei- AL a;l l
chung ist derselbe wie in der bisherigen Rechnung. i w-ny36 ¥ !
Es ergibt sich eine Korrektur der Heizrate (59) um 0
einen Faktor 3 o%/(1 +2 a). wenn wir die Definition
der mittleren Durchlauffrequenz ¢ sinngemial} &n-
dern: !
i, R 3 nge @ exp{ — (w/nd)?}; '
= Va1+2a ,:1 no o
6
> 5 0
a= &2 . 5 V2AvDa (59)
(2v:%)a R L
Die Energieaufnahme durch Beschleunigung in Feld- p
richtung wird also mit der gleichzeitig zunehmenden
Anisotropie immer schwicher, verglichen mit der
Energieaufnahme einer im wesentlichen isotropen

Verteilung. Da die am Einzelteilchen angreifende
Beschleunigung nach (10) proportional zu v, und
die im Mittel je Periode aufgenommene Energie
quadratisch in der Beschleunigungsamplitude ist,
wird verstiandlich, daB diese Reduktion von der Ord-
nung o? ist. Die zweite Gl. (61) werden wir im fol-
genden zusammen mit (59) benutzen, um die siku-
lare Anderung der beiden Teiltemperaturen fiir Gy-
ration und Bewegung in Feldrichtung zu bestimmen.

Die Heizraten (59) bzw. (59”) sind fiir Ionen wie
fir Elektronen giiltig. Eine genauere Bestimmung
der Energieaufnahme miifite allerdings noch die An-
regung von lonenoszillationen durch die bevorzugte
Beschleunigung von Teilchen einer Komponente be-
riicksichtigen.

f) no,y>w

Diesen formal noch ausstehenden Grenzfall extrem
kleiner Oszillationsfrequenz untersuchen wir nicht

Abb. 1. Normierte Heizraten fiir kleine mittlere freie
Wegldngen.

Abb. 2. Normierte Heizraten fiir groBe mittlere freie
Wegldngen.
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naher. da 7, (54) auch fiir n 6 > y > o und 4, (44)
auch fir y>nd> w noch giltig sind und bei
nod=y grofBenordnungsmifig gleiche Werte liefern.
In diesem Gebiet ist kein Resonanzeffekt zu erwar-
ten, da der Nenner in (49) bei kleinen w von der
Form [(y/w)2+ (nd/w)?x]? ist.

7. Diskussion der Ergebnisse

Es hat sich gezeigt, dafl die Energieaufnahme
eines Plasmatorus in einem lokal langsam oszillie-
renden Magnetfeld im allgemeinen der normalen
Gyro-Relaxation entspricht. Hinzu kommen &hnlich
wie im Fall des unendlichen Zylinders Resonanz-
erscheinungen bei der Oszillationsfrequenz, die
gleich der mittleren Frequenz ist, mit der thermische
Teilchen oder Schallwellen das Oszillationsvolumen
durchlaufen.

Die errechneten Heizraten der Ionen-Komponente
sind fiir 2 charakteristische Beispiele in den Abb. 1
und 2 dargestellt. Dabei ist die Annahme zugrunde
gelegt, daBl das Magnetfeld auf einem Zehntel des
Torusumfanges mit einer Amplitude 4, moduliert
sei;

|z <1
| 22R| — 20

A(z) =4, fir
und sonst 0.

Die Heizraten 4 sind in unserer Naherung propor-
tional zu 4,2 Wenn wir sie auf die Stolfrequenz y
beziehen, so hdangen sie nur noch von dem Verhaltnis
der Oszillationskreisfrequenz w zur Stoffrequenz
und dem Verhiltnis der Durchlauffrequenz 6 (31)
zur Stolfrequenz ab. Es ist daher zweckmaBig, die
normierte Heizrate 4/4,? y iiber der normierten Os-
zillationsfrequenz w/y aufzutragen. Der noch offene
Parameter &/y beschreibt das Verhaltnis von mitt-
lerer freier Wegldnge zum groBlen Torushalbmes-
ser R. Die Abbildungen geben in doppelt logarith-
mischer Darstellung die normierte Heizrate fir zwei
typische Werte dieses Verhiltnisses 0/y, Abb. 1 fiir
0=10"3y, d. h. fiir eine relativ kleine mittlere freie

Weglinge, und Abb. 2 fiir =10y, d. h. fiir eine

relativ grofle mittlere freie Wegldnge.

(62)

Die Werte der Frequenzen y und ¢ fiir ein Deu-
teriumplasma seien noch angegeben. Fiir die Stof}-
frequenz der Deuteronen gilt naherungsweise

7(sec™1) ~n(cm™3) [T (°K) ]~
und fiir ihre Umlauffrequenz

. 2-10¢
é(sec 1) = R(;:H;)#

(63)

[T(°K)1™. (64)

987

Die entsprechenden Werte fir die Elektronen sind
um einen Faktor ~~60 groBer. Mit diesen Werten
lassen sich auch die numerischen Werte der Heiz-
rate 2 und damit der Heizleistung im Plasmavolu-
men V'

Ly=23nkT-V (V=2a2Rry?) (65)

aus den Abbildungen bzw. den Formeln in Abschnitt
6 ablesen.

Die aus der Gyro-Relaxation abgeleitete Mindest-
heizrate (40) ist in beiden Abbildungen gestrichelt
eingetragen. Wenn ¢ der relative Anteil des Oszil-
lationsvolumens am Gesamtvolumen ist, so ist diese
Mindestrate nach (40) um einen Faktor ¢ kleiner
als die Heizrate fiir eine Oszillation gleicher Ampli-
tude. die das ganze Plasma homogen erfaflt. In un-
serem Fall ist die Mindestrate also um einen Faktor
1072 kleiner als die Heizrate 7, einer homogenen
Oszillation mit einer konstanten Amplitude 4, im
ganzen Torus,

, Ay 4

SN TP i
Im Fall kleiner mittlerer freier Wegldnge wird die
Mindestrate °4=¢24, stets iiberschritten. Bei Fre-
quenzen ® >0 ist die Gyro-Relaxation ausschlag-
gebend und liefert eine Heizrate, die linear im Vo-
lumenanteil der Oszillation ¢ und damit um einen
Faktor 10 groBer als die Mindestrate ist. Im Gebiet
w =0 werden an etwa 1/¢ diskreten Resonanzstellen
w=V3nd. n=1,2,..., stirkere Schallwellen an-
geregt. Die Heizrate erreicht nur an diesen Stellen
die GroBenordnung w 4,2 ¢2. Bei Frequenzen unter-
halb dieser Schallresonanz liefern Gyro-Relaxation
und Schallheizung zusammen eine Heizrate, die sich
um einen Faktor 9¢ von (66) unterscheidet. Die
Energieaufnahme durch Schallanregung ist also im
abgeschlossenen Torus bis auf die unmittelbare Um-
gebung der Resonanzstellen wesentlich geringer als
bei sonst gleichen Verhéltnissen in einem unendlich
ausgedehnten Zylinder 2.

Bei groBler mittlerer freier Wegldange wird die
Mindestrate €27, fiir alle Frequenzen w < 6 nicht
merklich iiberschritten. Die Beschleunigung der Teil-
chen in z-Richtung bei Frequenzen w =0 liefert eine
Heizrate. die von der Ordnung &In(1/e) 04, ist,
solange die zugefiihrte Energie klein ist. Da die zu-
gefiihrte Energie aber wegen der relativ geringen
Stofifrequenz y im allgemeinen nicht thermalisiert
werden kann, wird die Geschwindigkeitsverteilung
zunehmend anisotrop und die mogliche Energiezu-
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fuhr geringer. — Bei Frequenzen w > 0 liefert die
Gyro-Relaxation eine Heizrate vom Betrag ¢ /), .

Eine optimale Anpassung der Heizung mit lang-
sam oszillierenden Feldern erreichen wir bei den
Oszillationsfrequenzen, fiir die das Verhiltnis der
Heizleistung im Plasma L, (65) zu der notwendig
auftretenden Verlustleistung in den &ulleren Lei-
tern L, ein relatives Maximum annimmt. Diese Ver-
lustleistung schreiben wir in der Form
1 A% B,* eV .

Li=w
g 4=

(67)
Die Kreisgiite g der Anordnung, die durch diese
Gleichung definiert ist, wird in den praktisch vor-
kommenden Fallen im Frequenzbereich von 10? bis
108 Hertz von der Ordnung 50 sein und erst aufler-
halb dieses Bereiches abfallen. Nennen wir das Ver-
haltnis von Gasdruck zu magnetischem Druck wie
tiblich

= (68)

so folgt fir das Verhaltnis der beiden Leistungen

Ly (3 1 g

Ly ~ g 5wA(,;3 (69)

Die Stellen optimaler Werte von Z/e w 4,* sind in
den Abb. 1 und 2 durch Punkte gekennzeichnet. Sie
fallen fir die Gyro-Relaxation auf die Frequenz
w=y~T7"2 fiir die Schallanregung auf die Reso-
nanzstellen w = /3 n 0 ~T"* und fiir die Beschleuni-
gung in z-Richtung auf w~d ~T":. In allen diesen
Punkten ist /e 4, von der Gréfenordnung 1 und
damit der zugehorige Wirkungsgrad

PO/ T i O (70)

Ly+Ly  1+fg
Da f fiir eine gegebene Anordnung linear mit der
Temperatur wichst, wird auch die Ankopplung mit
zunehmender Temperatur immer besser, wenn die
Frequenz jeweils mit y(7T) bzw. 6(T) mitgesteuert
wird. Der Vergleich mit der Heizung durch die
JouLesche Wirme eines in #dufleren Kupferspulen
induzierten Stromes fallt mit steigender Temperatur
immer giinstiger fiir die Oszillationsheizung aus, da
das Leistungsverhiltnis fiir JouLesche Heizung bei
gleichem Querschnitt von Kupfer und Plasma

Lpl oy 0. o ( nTo.)’“, Ty~1,6+107°K, (71)

Ly;j op r
(0cu» 0p = Leitfihigkeit in Kupfer bzw. Plasma)
mit steigender Temperatur immer schlechter wird.
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Bei hoheren Temperaturen, fiir die f g groBer wird
als oc,/op, ist also eine stindig optimal angepalite
Oszillationsheizung wirtschaftlicher als die Joure-
sche Heizung.

Um die erwahnten Arten der Heizung eines Plas-
mas mit langsam oszillierenden Feldern vergleichen
zu konnen, diskutieren wir die Gréflenordnung und
die Temperaturabhingigkeit der jeweiligen optima-
len Ionen-Heizraten 2. Aus (63) und (64) konnen
wir zunichst entnehmen, daBl das Verhiltnis von
mittlerer freier Weglange zur Torusdimension

Sfy~2-10t I

NR (72)

fiir beide Komponenten gleich ist und quadratisch
mit der Temperatur zunimmt. Klein ist dies Verhalt-
nis nur bei relativ niedrigen Temperaturen, also in
der Anfangsphase einer Aufheizung. In dieser Phase
ist eine optimale Aufheizung durch Gyro-Relaxation
bzw. Schallanregung moglich, wenn die Anregungs-
frequenz mit der StoBfrequenz y ~ 7" bzw. mit der
Schallumlauffrequenz V3 6 ~T"* sikular mitge-
steuert wird. Die Heizrate fiir die Ionen (39) bzw.
(44) sind in beiden Fallen von der Ordnung w 4>
und gemall (39) mindestens im Verhaltnis der Stof3-
frequenzen y./y; groBer als die der Elektronen. Fiir
die Schallanregung ist die Ionenheizrate bei gleicher
Amplitude um einen Faktor 6/y kleiner als fiir die
Gyro-Relaxation. Dieser Unterschied wird nach (72)
mit zunehmender Temperatur rasch geringer, bis
die mittlere freie Weglinge grofler wird als die
Torusdimension. Auch jetzt ist eine optimale Ionen-
Heizung mit den sikular mitgefiihrten Anregungs-
frequenzen w=<y~T " bzw. w~d~T" moglich,
wobei die Heizraten (54) bzw. (59) zunichst wie-
derum von der Ordnung ® 42 sind und die durch
Gyro-Relaxation bedingte Aufheizung der Elektro-
nen im Verhiltnis y./y; bzw. d;/y, iibertreffen. Im
Fall der Beschleunigungsheizung (transit time heat-
ing) w==0 wird die Heizrate der Ionen aber mit zu-
nehmender Anisotropie der Geschwindigkeiten im-
mer kleiner. Fiihren wir die beiden ,,Temperaturen®
Ty und T, fir Gyration und Translation in Feld-
richtung ein,

kTg= /,;L (vg2>a9 kT2=m(1)22>"1’ (73)

so erhalten wir aus (59°) mit w =6 und aus der mit
dem Gewicht v,? integrierten Gl. (61 a) zwei simul-
tane Gleichungen fiir die sikulare Anderung von 7T

und T,
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T
2 Tl 42T °
d _ay,
— Tem~rTes v~ (To4+2Tg) 7.

d P 2 T 1z
T ~OL2T JosT e

(74)

Thre asymptotische Losung fiir groe T./T; lautet
Te/To=(T:/To)™,

1* g B Tz = }. = 5/42 ( 777:07)‘/3 ~ Tz"s/s 3

_ 5
T, dt 2 e

die Heizrate 4 wird also in diesem Fall mit wachsen-
der Energie kleiner und liegt zwischen den Werten
0A2~T.”s und y ~ T, Die Anisotropie vergroflert
sich mit wachsender Energie.

Vergleichen wir die besprochenen Oszillations-
Heizmechanismen, so erscheint die Gyro-Relaxation
bei Anregung mit der StoBfrequenz der Ionen
® =7; vornehmlich geeignet, um die Ionenkompo-
nente eines Plasmas auf sehr hohe Temperaturen
zu bringen, wie sie zur Ziindung eines thermonuklea-
ren Fusionsreaktors benctigt werden. Zunichst ist
die Gyro-Relaxation bei den anfinglich noch kleinen
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mittleren freien Wegldngen der Schallanregung mit
der Schallumlauffrequenz w =1/} 0 gegeniiber vor-
teilhafter, da bei gleicher Modulationsamplitude und
gleichem Wirkungsgrad eine groBere Heizrate und
Heizleistung erzielt werden kann, wihrend die Schall-
anregung iliberdies eine sehr genaue Anpassung ver-
langt. Bei groBlen freien Wegliangen ist die Gyro-
Relaxation der Teilchenbeschleunigung in Feldrich-
tung mit der Teilchenumlauffrequenz w =06 tber-
legen, da diese Beschleunigung das kinetische Gleich-
gewicht im Plasma nachhaltig stort und eine standig
wachsende Anisotropie der Geschwindigkeitsvertei-
lung erzeugt, die auch die Heizrate reduziert. Schlief3-
lich ist es bei optimaler Ausnutzung der Gyro-Rela-
xation moéglich, die Energie bevorzugt den Ionen
zuzufithren, da die Heizrate der Elektronen fiir die
gewihlte Frequenz im Verhaltnis der StofBfrequen-
zen kleiner ist als die der Ionen.

Herrn Prof. Dr. A. Scuriter mochte ich fiir die An-
regung zu dieser Arbeit, ihm und Herrn Dr. F. MEver
fiir zahlreiche fordernde Diskussionen herzlich danken.

Die Raumladungsbremsung von Elektronenlawinen™

Von K. J. Scumipt-TiepEMANN **

(Z. Naturforschg. 14 a, 989—994 [1959] ; eingegangen am 31. Mirz 1959)

The electric field generated by the positive and negative space charge of a single electron
avalanche moving in a homogeneous electric field is calculated. Treating the interaction of the
avalanche with its own space charge field as a first order perturbation, a growth formula is obtained
which differs markedly from the common Townsexp formula. The theoretical results fit well with
experimental data on avalanche statistics reported in the literature.

Die Ladungsverteilung in einer Elektronenlawine,
welche sich in einem homogenen elektrischen Feld
aus einem Elektron entwickelt, wird durch die
Elektronen-StoBionisierung (Townsexpscher Ionisie-
rungskoeffizient a) sowie die Drift (Driftgeschwin-
digkeit v) und Diffusion (Diffusionskoeffizient D)
der Elektronen bestimmt. Die positiven lonen kann
man ihrer geringen Beweglichkeit wegen naherungs-
weise als feststehend betrachten.

Solange das Raumladungsfeld der Lawine gegen-
iiber dem homogenen Feld E, vernachlassigbar ist,
hiangen a, v und D nur von der Gasart, der Gas-
dichte und der angelegten Feldstarke E, ab. Die
Elektronendichte besitzt dann die bekannte! kugel-

* Die Anregung zu dieser Untersuchung verdankt der Ver-
fasser seiner fritheren Tatigkeit im Institut fiir Angewandte
Physik der Universitit Hamburg. Dem Institutsleiter,
Herrn Professor Dr. H. Raeruer, sei fiir die Gewdhrung
der Druckerlaubnis besonders gedankt.

formige Verteilung mit radialem Dichteabfall ent-
sprechend einer Gauss-Kurve exp ( —r?/rp?), und die
Tragerzahl N wéchst exponentiell mit der Zeit,
N(t) ~ exp(avi).

Bei Lawinen, welche wesentlich iiber 10® Elektro-
nen enthalten, wird der Einflul des Raumladungs-
feldes merklich. Das Feld am Ort des Lawinenkopfes
wird durch die Ionen-Raumladung geschwacht, was
zu einer Verringerung von a und v fihrt (,,Raum-
ladungsbremsung®). In erster Naherung (d2a/dE?
=0) hat das von den Elektronen erzeugte Feld auf
die mittlere Gasverstarkung keinen Einflu}, sondern
lediglich auf die Geometrie des Lawinenkopfes.

In der vorliegenden Arbeit werden die Raum-
** Jetzt: Philips Zentrallaboratorium Hamburg, Hamburg-

Stellingen.
1 J.S. Townsenp, Electricity in Gases, Oxford 1915.



